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Funzione 16: f (x) = arcsczenln(x2 4 1) (funzione trascendente)

& CAMPO DI ESISTENZA

v/ Poiché 'argomento del logaritmo naturale & una quantita sempre positiva, basta imporre che
I'argomento dell’arcoseno sia compreso tra —1 ed 1, cioeé:

1 1
—1SIn(x2+1)s1:>ng2+1Se:>g—1Sx2Se—1

1
poiché, poi, x2>0 VxeR e la quantita 5—1 € negativa, la diseguaglianza di sinistra & sempre

verificata, per cui deve aversi soltanto:

x*<e—-1= —Je-1<x< Je-1.
& Riassumendo:

C.E.= [~Jo—1, Voi]

SIMMETRIE

La funzione & pari, per cui puod essere studiata nellintervallo [0, Je—1].

@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI
Per x =0, si ha y = arcsenin1 = arcsen0 = 0;
per y=0,arcsenin(x2+1)=0=In(x2+1)=0=x2+1=1= x=0.

¥ Dunque, la curva passa per l'origine e non interseca ulteriormente gli assi cartesiani.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE

v Si deve imporre: arcsenin(x? + 1) > 0; ricordando che la funzione arcoseno & strettamente
crescente per x > 0, deve aversi In(x> + 1) >0 = x>+ 1 > 1 = x2 > 0, condizione sempre
verificata.

& Ne consegue che la funzione & non negativa nel suo campo di esistenza; poiché si & visto che
la curva passa per l'origine, si arguisce che tale punto rappresenta il minimo assoluto della
curva.

¢ COMPORTAMENTO NEGLI ESTREMI DEL CAMPO ED EVENTUALI ASINTOTI

Asintoti verticali

im f(x)=lim arcsenln(x2+1):f( e—1):
x—Je-1~ x—Je-1~

NS



& La funzione & continua nel punto x = Je—1 e vale o essa, quindi non presenta asintoti

- R , T . .
verticali, bensi ‘entra’ nel punto A(\/e—t 2) con pendenza che resta da determinarsi.

Asintoti orizzontali ed obliqui

& Essendo limitato il dominio di definizione della funzione, non vi sono asintoti orizzontali né
obliqui.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

v’ Ricordando che D[arcseng(x)] = CACIN , Si ha:

VI-[g(x)F

2x

o D[In(x2+1)] ey ) o
f(X)_\/1_|n2(x2+1)_\/1—In2(x12+1)_(x2+1)~\/1—ln2(x2+1) con xe J-Ve—,+Je—1
(x)>0= 2x 5

f'(x)=0 (3¢ 1) it (o 1) 0

N>0 Vx>0

D >0 VXG:I—\/E,+\/;|:

¥ Quindi, la funzione & strettamente crescente per x > 0, strettamente decrescente per x< 0 e
presenta un minimo nell’origine, come gia osservato durante lo studio del segno della funzione.

4 COMPORTAMENTO DELLA DERIVATA PRIMA NEL PUNTO X = /e—1

im f(x)= lim 2x = oo

oot et (3P 41) - [1-In? (X +1)

dove si & tenuto conto del fatto che in x = +e—1 il fattore al denominatore 1—In2(x2+1) e

infinitesimo.

& Da cid discende che la curva ‘entra’ nel punto A(\/e—1; Z) con pendenza infinita, ciog, che

in tale punto la curva presenta tangente verticale.

®

Funzione 16




®

Studio di funzioni

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

. 2x
x2+1

(X2 +1)-1=I*(x® +1) = x-| 2x - \/1=IN?(x® +1) =
2\/1—In2(x2+1)

f'(x)=2 2, 12 272 =
(x=+1)°-[1=In*(x* +1)]

2(x® +1)In(x®+1)

2(x2+n[m4n%x2+n]-2x?[m4n%x2+n]+2x2mnx2+n

(x® +17 [1-In2(x? +1) |- 1-In?(x* +1)

X2 = X2 (X2 + 1) +1-1n°(x® +1) = 2x® + 2x* - In*(x® +1) +2x® In(x* +1)

=2
(x*+1)? ~[1—In2(x2 +1)]~\/1—In2(x2 +1)

(x2 —1)~In2(x2 +1)+2x2 ~In(x2 +1)—x2 +1
(x2 +1)2 -[1—In2(x2 +1)]-\/1—In2(x2+1)

(X% =1)-In?(x® +1)+2x2-In(x® +1)- x* +1 >0
(x2+1)2-[1—In2(x2+1)]-\/1—In2(x2+1) -

f'(x) 20=2-

N>0= (x*-1)In*(x*+1)+2x-In(x*+1)—x*+1 >0 (1)

v Ai fini dello studio di tale disequazione, consideriamo, nella (1), il segno di uguaglianza; si
ottiene I'equazione:

(X2 =1)- IR (x> +N+2x%-In(x*+ )= x*+1 =0 )

effettuando la sostituzione In(x* + 1) = t, con t> 0 (in quanto x? & una quantita non negativa)
= Xx?+1=¢e'= x2=¢e'—1, siottiene:

(et—2)-t2+2(e'—1)t—e'+2=0,dacui (2+2t—1) - e'= 212 + 2t - 2; isolando €, si ha:

(g PHt—1
t2+2t-1

se al numeratore della frazione si aggiunge e si sottrae f, 'equazione si riscrive nella forma:

2 _ _ 2 1\
(ot tt1+rt=2(tjzt1)r=2 2 ot :35_22_74g47
t2+2t—1 t2+2t—1 12 +2t—1 12 +2t—1




Studiamo graficamente I'equazione ottenuta per t > 0:

y=e'—2

0211 /In2 e

Per t> 0, si osserva che le due funzioni hanno uguale segno (negativo) soltanto nella striscia

di piano V2 —1<t< In2, dove perd le due curve non si intersecano, in quanto I'esponenziale
€ ben al di sopra della curva razionale.

Quindi, le due curve non si intersecano per t > 0, e cid esclude I'esistenza di soluzioni del-
I'equazione (2); cio significa che la funzione al primo membro della (1), che € continua e non ha
zeri, non cambia mai segno, cioe € sempre positiva 0 sempre negativa; in particolare, per x=0,
tale funzione assume il valore 1 > 0, e cid assicura che essa & sempre positiva.

& In definitiva:

N >0 sempre
D>0per —Ve-1 <x< Je-1

per cui si conclude che la derivata seconda risulta strettamente positiva in ]—\/9—1, \/9—1[ ,e

cioe che la curva rivolge la concavita verso l'alto in tutto il suo campo di esistenza.

A
y
A
K2
2
y:arcsenln(x2+1)
X
—vJe—-1 0 e—1 i
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Funzione 17: f(x):a—“|x_3| (funzione trascendente)

x

& CAMPO DI ESISTENZA

v/ Poiché il denominatore della frazione & sempre positivo e la radice di indice dispari, non vi
sono limitazioni al campo di esistenza.

$ Riassumendo:

@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI

3l|x-3
Perx=0,sihay= €/§;pery=0, % =0, da cui x=3.

& Quindi, la curva interseca 'asse x nel punto A(3; 0) e 'asse y nel punto B(O; 3/5)

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE
v llnumeratore € una quantita sempre non negativa ed il denominatore € sempre positivo, per cui:

fix)>0 VxeR

L 2 COMPORTAMENTO NEGLI ESTREMI DEL CAMPO ED EVENTUALI ASINTOTI
Asintoti verticali

& La continuita della funzione in R esclude I'esistenza di asintoti verticali.

Asintoti orizzontali

v/ Poiché la funzione si scompone nel modo seguente:

3y —
); 3 per x=>3
S Pl ¥

per x<3
eX

si ha:

) ~ ¥Yx-3  x-3
im f(x)= lim ——=3| lim —~=0
X—>oo X—>4oo e X—>Foo e

invero, per x — +ee il monomio e** & un infinito di ordine superiore rispetto al binomio x— 3; inoltre:

3 —
im £(x)= lim ~X*3 .
e

X—>—c0 X—>—o0

in quanto in +e I'esponenziale & infinitesimo.

& Quindi, l'asse x & asintoto orizzontale a destra per la curva.



Asintoti obliqui

Poiché a destra si € determinato I'asintoto orizzontale, ricerchiamo I'eventuale asintoto obli-
quo soltanto a sinistra:

3

—-X+3
X 3— 3_
jm )y —&™ g $228_ Ao+
Xo— X X—>—c0 X X X.@ X——o0 ex
(1/x]

Il denominatore della frazione in parentesi & infinitesimo, in quanto in +< I'esponenziale &

1
infinitesimo di ordine superiore rispetto a X

fx)

& Di conseguenza, lim

X—>—0 X

=400 , €, quindi, non vi sono asintoti obliqui.

4 STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

Tenendo presenti le (1), si ricava:

1

——e"-{x-3-&"
3[ 2

8(x=3) 3 per x>3

(")
f'(x)= ]

- ¥ -Y-x+3-e"

3¥(—x+3)°
per x<3

dove si & escluso il punto 3, essendo ivi la funzione non derivabile.

Semplificando, si ottiene:

-3x+10

— perx >3
Fi(x)= 3e” - 3(x-3)

3x-10

——  perx<3
3e*-Y(~x+3)°

v Essendo i denominatori entrambi sempre positivi per x # 3, si ha che, per x > 3, f'(x) 20 per

0 10
-3x+ 10> 0, cioe per x S? ;invece, per x< 3, 3x—10>0, cioe x> —

z 3 mai verificata in J—oo, 3[.
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v

10
& Sideduce che la funzione & strettamente decrescente per x < 3, crescente per 3 < x < 3 e

10
strettamente decrescente per x> 3 In particolare, il punto A(3; 0) &€ di minimo, mentre il punto

10
3I--—3
3 . 10 1
0 :ﬁ,slhaMfS,

10
CE Y362 Y3.e°

1
M di ascissa 30 e di massimo; poiché f(g)):

4 COMPORTAMENTO DELLA DERIVATA PRIMA IN X = 3

3x-10

| —_———00

x-3” 3% -Y-x+3

-3x+10

| —_—— — 4o

o' 3e"-g(x—3)?

¥ Dunque, le derivate sinistra e destra in x = 3 sono entrambe infinite e di segni opposti, per cui
le semitangenti sinistra e destra sono entrambe verticali e di versi opposti; il diagramma pre-
senta in A(3; 0) una cuspide.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

La derivata prima pu0 scriversi come:

1 -8x+10

3 2 per x>3
X (x—3)3

1 3x-10

3z per x<3
e*(-x+3)3

v Per x> 3, la derivata del denominatore vale:

D[(X—S)i-ex]:i(x—S);-ex+(x—3)§~eX:ex-[

w| N
W
ﬂ_‘
|
+
W
=
|
K
N
——]
I
D
3
w
o
|
~



utilizzando questo risultato parziale, si ottiene:

% 3x-7
f"(x)zl_S(X_S) HE10 s o 9X°-60X+97
(x-3 {e* 9(x-8)-§(x~3) "

v Invece, per x < 3, la derivata del denominatore vale:

D|:(—X+3)§.e’(:|:§(_x+3);,(_1).ex+(_x+3)§.ex :ex.iﬁ
utilizzando questo risultato parziale, si ottiene:
: -3x+7
f"(x)zls(_x+3)3_(SX_10).T/—+3~9X= Ox® 60 +.97
NG ) o(-x+3) [ x+3] &
In definitiva:
9x® -60x+97
per x >3
=) SX =3 x=3y e
- 9x®-60x+97
per x<3

9(x+3)-Yx+3) -e"

Poiché il denominatore risulta sempre positivo sia per x > 3 che per x < 3, la derivata seconda
€ non negativa quando tale risulta la quantita al numeratore 9x2 —60x + 97.

105@ . 10+3J§

10++/3
7

1. Perx>3,f'(x) 20= 9x*—60x+97 20 = x <

, ma, essendo il primo

estremo minore di 3, deve aversi soltanto x >

2. Perx<3,f'(x)20= x<

, in quanto il secondo estremo 10+ € maggiore di 3.

Riassumiamo i risultati trovati nel seguente schema:

®
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¥ La curva, quindi, € convessa in [10;\/5, 3[, concava in }3, 10;\/5] e convessa in
10-+/3
, oo
3 .
10— 1 ~10+V3
Siha, quindi, un flesso discendente nel punto E[ 0 3\/5; ,3f J;\/g e 3 ] ed un flesso ascen-

=3
’

dente nel punto F,
o[ 858,

10+43 1+x/§.e‘°3@J

v/ Nel grafico di seguito riportato il sistema di riferimento utilizzato &, eccezionalmente, non
monometrico, in quanto l'unita di misura adottata sull’asse y risulta molto piu ampia di quella
relativa all’asse x; cid allo scopo di rendere meglio visibili le caratteristiche del diagramma
intorno al punto di cuspide, che resterebbero poco evidenti se si adottasse un riferimento mo-
nometrico.

In ogni caso, occorre tenere presente che, benché non visibile, la curva cresce indefinitamen-
te al decrescere della x, dopo aver intersecato I'asse y nel punto B(0; 3).

by
0,4
0,3
0,2
0,1
' Fa X
0 1 10-V3A  10+V3 ]
3 3



Funzione 18: f(x)=cosh,/|x|-1 (funzione trascendente)

& CAMPO DI ESISTENZA

Deve aversi: |x|-120=|x|>1=>x<-1e x>1.

& Quindi:
C.E=]w-1]u [+

¢ SIMMETRIE

La funzione & pari, per cui pud essere studiata nell’intervallo [1, +c[.

@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI

v’ La funzione non & definita nell’origine, quindi la curva non interseca I'asse y; inoltre, il coseno
iperbolico & una funzione sempre positiva, come si evince dal seguente grafico:

by

y = coshx

per cui il diagramma non interseca mai 'asse x.
& Sideduce che non vi sono intersezioni con gli assi cartesiani.

4 STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE

La funzione & sempre positiva, in quanto tale & il coseno iperbolico per ogni x; quindi, la curva
€ posta tutta al di sopra dell’asse x.

¢ COMPORTAMENTO NEGLI ESTREMI DEL CAMPO ED EVENTUALI ASINTOTI

Asintoti verticali

lim f(x)=f(1)=cosh0=1
x>t

& lafunzione & continua nel punto x =1 e non presenta asintoti verticali; la curva ‘esce’ dal punto
A(1; 1) con pendenza che verra determinata di seguito.

®
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Asintoti orizzontali

lim f(x)= lim coshv/x —1=+oo

X—>eo

& Si conclude che non vi sono asintoti orizzontali.

Asintoti obliqui

X X

. e +e” .
Dalla relazione coshx = , Si ha:
emﬂgm
~f(x) . coshvx-1 2
lim = lim = lim =
X—>too X X—>+oo X X—>+oo X
1 em +efm 1 em efm
= — Im ———=—| lm + lim =00
D x—oeo X 2| xo+ X Xoeo X

Jx=1

v infatti, per x— +o , il primo dei due limiti & +eo, essendo il numeratore €' un infinito di ordine

superiore rispetto al denominatore x, mentre il secondo € nullo, essendo il numeratore g

infinitesimo ed il denominatore x infinito.
& Siconclude che non vi sono asintoti obliqui.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

Per x> 1, si ha:

1 senhy/x —1
f'(x)=senhyx-1- =

(x) 2Jx -1 24 x -1
senh\/x—1>0

2Ux-1

& Nellintervallo considerato, sia il numeratore che il denominatore sono sempre positivi, per
cui la derivata prima risulta positiva e la curva strettamente crescente; per simmetria, essa sara
strettamente descrescente per x < —1.

f'(x)=20=

¢ COMPORTAMENTO DELLA DERIVATA PRIMA IN X = 1

s _senhyvx—1
lim f'(x)= lim

x-1 x> 24/ x—=1
effettuando la sostituzione Vx—1=t e tenendo presente che per x — 1, ttende a 0, si ricava:

senht

lim f'(x):1 lim

x>t t—0" t

0
tale limite si presenta nella forma indeterminata 0 ; applicando la regola di LHospital, si ottiene:

jim £(x)=- im SN 1
x>t t—0" 1 2




1
& Quindi, la curva ‘esce’ dal punto A(1; 1) con pendenza 9=arctan§ =26° 33' 54".

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

Per x> 1, si ha:

cosh\/— ~ senh\/
f"(x):1 \/ 2Jx-1 _ 1 vx-1coshvx—1-senhvx

x—1 4 (x—1/x-1

1 \/ —1.coshvx— senh\/
(x=1)-vx

N>0= +x-1.coshVx—-1-senhvx—-1 =0;

f'(x)=0=

effettuando la sostituzione Vx—-1=t¢, con t> 0 (essendo x > 1), si ha t-cosht—senht>0, da

cui, dividendo per la quantita positiva cosht, si ottiene:

def
enht_t nht
cosht

Tracciando il grafico della retta y = t e della funzione y = tanht, si osserva facilmente che la
retta e la curva iperbolica non si intersecano, in quanto la retta cresce rapidamente e si porta al
di sopra dell'asintoto orizzontale y = 1 della curva iperbolica, posta tutta al di sotto di tale

asintoto.

y =tanht

Essendo, per t> 0, la tangente iperbolica sempre al di sotto della bisettrice del primo e terzo
quadrante, la disequazione in studio € sempre verificata nell’intervallo considerato; poiché, poi,
il denominatore della derivata seconda, nello stesso intervallo, & sempre positivo, tale risulta

anche la "(x).

®
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Funzione 19: f(x):ln(1+e"‘) (funzione trascendente)

¢ CAMPO DI ESISTENZA

Deve essere:

1+e*>0

Essendo la funzione esponenziale e™ sempre positiva, la disequazione € sempre verificata.

$ Riassumendo:
CE=R
@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI

v Perx=0,sihay=In2;
per y=0, siha In(1+e™)=0=(1+e*)=1=e" =0, mai verificata.

¥ Quindi, la curva interseca I'asse y nel punto A(0O; In2) e non interseca 'asse x.

@ STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE
f(x)20:>ln(1+e‘x)20:>1+e‘x >1=e* >0, sempre.
Dunque:

f(x)=0 VxeR

¢ COMPORTAMENTO NEGLI ESTREMI DEL CAMPO ED EVENTUALI ASINTOTI

Asintoti verticali

$ Essendo la funzione continua in R, il diagramma é privo di asintoti verticali.

Asintoti orizzontali
lim £(x)= lim In(1+e™)=In1=0
lim £(x)= lim In(1+ e")=+oo

X—3-00 X—>-00

$ Lasse x & asintoto orizzontale a destra

Asintoti obliqui

f(x)

m= lim —== lim M

X—o—eo X X—>—o0 X

v’ Poiché per x ——oo, € —+eo, la costante 1 del’'argomento del logaritmo naturale pud esse-
re trascurata rispetto all’esponenziale, per cui, in base al principio di sostituzione degli infiniti:

m= lim M= lim —X = _1

X—>—c0 X X——e0 X

q:xlm[f(x)-nv(]zJm[ln(1+e-*)+x]

0
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Tale limite si presenta nella forma indeterminata +eo—<, si ha:

q:xlm[ln(1+e'x)+lnex]= lim In[(1+e'*)-e*]=lnxlm(e" +1)=In1=0

La retta y = — x & asintoto obliquo a sinistra.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

e-X
1+e™

f'(x)=-

-X

, e
f(x)20=>—1+e_x

>0
N>0=-e*>0 mai
D>0=1+e7*>0

La derivata prima &, pertanto, sempre negativa, per cui la curva & strettamente decrescente in
R.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

f..(x)ﬁ_—e—x .(1+e—X)_e-X _(_e—X) =_—e’x—efzx+e’2x _ o
(1+eix)2 (1+e**)2 (1+e”‘)2
f"(X)20=>(1J:_X)220

N20=¢e*20 VxeR
D > 0 sempre

La derivata seconda & positiva in R per cui la curva rivolge ovunque la concavita verso I'alto.

'y
A y= In(1+e")
In2
\ )
0
y=—-x




Funzione 20: f(x):x3~e"‘3 (funzione trascendente)

4

CAMPO DI ESISTENZA
& La funzione & continua ovunque, quindi:

C.E =R
@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI
Per x=0, siha y=0;

)
pery=0, x°-* =0 = x¥=0= x=0.
& Lacurva passa per I'origine e non interseca ulteriormente gli assi cartesiani.
€ STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE

)20= x> 20 = xX20=x20

La funzione & strettamente positiva per x > 0 e strettamente negativa per x < 0, sicché il
diagramma giace nel primo e nel terzo quadrante.

¢ COMPORTAMENTO NEGLI ESTREMI DEL CAMPO ED EVENTUALI ASINTOTI
Asintoti verticali

La curva, essendo continua in R, non presenta asintoti verticali.
Asintoti orizzontali

_x3

. . 3. e

lim f(x)=lm x*-e™ = lim ~——
X—>Foo X—>Foo X—>Foo 1
Posto t = x® e tenendo presente che t — +c per x — +oo, si ricava:

—x3 —t

lim 2= im =0
X—>4oo i t—oo 1
x°3 t
infatti, per t — + il numeratore & un infinitesimo di ordine infinito, mentre il denominatore & un

infinitesimo del primo ordine. Inoltre:

lim £(x)= lim x*-e™ =

X—>—o0 X——o0

$ Dunque, I'asse x & asintoto orizzontale a destra.

©
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Asintoti obliqui

fx) . x*er 3
lim ( ): lim = lim x?-e™ =+oo

X=X X——o0 X X——o0

& Percid, la curva & priva di asintoti obliqui.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA
f'(x)=3x% e +(—3X2 ) e x*=3x" e (1-x%)
F(x)20=3x% €™ (1-x*)20=1-x*20= x° <1= X <1

¥ Dunque, la derivata prima & non negativa in ]-, 1]; in particolare, essa si annulla per x=0e
per x = 1. Ne consegue che la funzione & strettamente crescente negli intervalli ]- -, O[ e ]0, 1,

strettamente decrescente in ]1, +o<[; essa & stazionaria nell’origine e presenta un massimo nel

punto M(1, 1), essendo f(1) = 1.
e e

Lorigine € un punto a tangente orizzontale, la cui natura va chiarita attraverso lo studio delle
derivate successive.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

Poiché '(x)=3(x*~x*)-e™, si ha:
F'(x)=3[(2x-5x")-6™" +(x* - x*):(-3x¢)-¢*" |-3x-6"" (3x* -8 +2)
F'(x)20=3x-*-(3x" ~8x° +2)20

L 3x-e"°20 Vx20

4-J10

4-y10 ex324+m = x<a=——ex2p=3
3 3 3 3

II. 3x°-8x°*+220= x°<

v




La curva presenta:

1. un flesso ascendente nell’origine con tangente orizzontale (asse x);

41+\/7
2. un flesso discendente nel punto E[\/ﬁ = :;/— ]

[34+\/_ 4+\/— “*FJ-

3. un flesso ascendente nel punto F,

3 3

Per determinare le tangenti inflessionali in F, e in F,, calcoliamo le quantita f'(o) e 7(B):

f'(a)=f'[3 4'\%}:33 [4_m]2 .e%ﬁ[p“';’%]:(\/ﬁq).a 26-8/10 50

3 3 9

2 4+J10 4410
f,(ﬁ)zf{34+x/ﬁ}3.3(4+\/ﬁ) = [1_4+3m]=_(m+1),326+§ﬁe—3

3 3

Lequazione della tangente in F, vale: y — f(ar) = f(0)-(x — o1); cioé:

4 \/_ 4+JT) 26— 8\/— -4+ﬁ , 4_\/%
(m_1)V 9 '[X_\J 3 J

mentre quella della tangente in F, vale: y — f(B) = f'(B)-(x — B); ossia:

4+ﬁ 4410
a0 _(mﬂ).s/%gﬁea[x_s/“ﬁ ]

Ay

®
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Funzione 21: f(x)=x-2-+x*-2x-3 (funzione irrazionale)

& CAMPO DI ESISTENZA

Deve essere: x?—2x—-3>0=x<-1ex>3.

$ Riassumendo:
C.E.=]-00, 1] U [3, +o

@ EVENTUALI INTERSEZIONI CON GLI ASSI
La funzione non & definita nell’origine, quindi non interseca I'asse y; per y = 0, si ha

x—2-+/x*-2x-3 = 0; tale equazione irrazionale & equivalente al seguente sistema:

x?—2x-3=(x-2) X=—
=
x*—-2x-320

7
& Poiché 56[3, +o[, tale soluzione & accettabile, quindi la curva interseca I'asse x nel punto

2]

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA FUNZIONE

v Poiché 'espressione irrazionale vx*—2x-3 & non negativa, la curva giace tutta nel semipia-
no posto al di sotto della retta di equazione y = x — 2.

f(x)20=x-2-yx*-2x-320=Vx"-2x-3<-x+2

disequazione irrazionale equivalente al sistema di disequazioni:

x?-2x-320 x<-1uU x=3 (x<-1U x23) N (x=2)
x—220 = (x22 = <7 =
X_i
x?-2x-3<(x—-2) x?-2x-3<x*-4x+4 2
x=>3
7
= 7 = 3<x=<—-
XSE 2

7
& onde la funzione & non negativa nellintervallo [3, 2] , hegativa altrove.



@ EVENTUALI ASINTOTI
Asintoti verticali

im £(x)= m (x-2-x*-2x-3)=f(-1)=-3

x—>-1 x—-1"

im (x)= lim (x-2-/x*-2x-3)=f(3)=1

x—3% x—3%

& Dunque, la funzione € continua nei punti x = —1 e x = 3, per cui la curva ¢ priva di asintoti

verticali; essa ‘esce’dal punto B(—1; —3) ed ‘entra’ nel punto C(3; 1) con pendenze che verranno
determinate attraverso lo studio della derivata prima.

Asintoti orizzontali

(x—2— x2—2x—3)~(x—2+\/x2—2x—3)

lim f(x)= lim (x—2— x2—2x—3): lim
Xx—2++/x2—2x—3

X—>+eo X—>+eo X—>oo

7
[(X_2)2_(X2_2X_3)] -2x+7 X'(_2+XJ
= lm = lim = lim =
oy o4\xP_2x—3 T x—24x?P-2x-3 2 2 3
x|1-S4 1=
X X X
_ lim X

lim f(x)= lim (x—2— x2—2x—3):—oo

X——c0 X——c0

& Quindi, la retta y =—1 € asintoto orizzontale a destra.

Asintoti obliqui

v Tenendo presente che, per x < 0, \/xz—2x—3=\XH1—%—%=—X-J1—§—%, si ha:
xl1-24 [122_38
x—2—\/x2—2x—3_"m X x x°
X

X——oo X

= lim (1—2+ /1—2—32J =1+1=2
o=l X X X

g= le[f(x)—m-x]leyl[x—2— x2—2x—3—2x]=— lim [x+2+\/x2—2x—3:| =

——=lim

X—o—eo X X——c0

X——co

Funzione 21




®

(\/xz—2x—3+x+2)-[\/x2—2x—3—(x+2)]

— —lim -
o Vx?—2x-3-(x+2)
6+..
[ -ex-8-(x+2F] 6x+7 . Tk
— lim = lim = lim =
= o= x2_ox_3-x-2 = x*_2x-3-x-2 = 2 3 2
x| 1-S-2 142
X X X

1l
?
1l
1l
|
w

& Siriconosce, allora, che la retta di equazione y = 2x — 3 & asintoto obliquo a sinistra.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA PRIMA

, 2x -2 x—1 VX?-2x-3-x+1
f'(x)=1- =1- = conx<-1ex>3
2x?-2x-3  Jx*-2x-3  Jx*-2x-3

Vx?2-2x-3-x+120 Vx2-2x-3=x-1
f'(x) 20= {x<-1 - {x<—1
X>3 x>3

sistema equivalente alla seguente coppia di sistemi:

x2—2x—32(x—1)2

N x—=1>0 o) x*—2x-3>0
x<-1 x—-1<0
Xx>3

il sistema I), risolto, fornisce:

-3>-1 mai
x2>1
x<-
x>3

cioe, non ammette soluzioni; dal sistema Il) si ricava, invece:

{i:1—1ux>3 = [(x<—1)u(x>3)]m(x<1) —x<—1

& In definitiva, la derivata prima é strettamente positiva per x < —1 e strettamente negativa per
x> 3;la curva, quindi, & strettamente crescente per x < —1 e strettamente decrescente per x> 3.

Studio di funzioni




¢ COMPORTAMENTO DELLA DERIVATA PRIMA IN X=—1 E x=3

2
im £(x)= lim X Z2XZ3 XA
x—-1 x—-1 1/)(2_2)(_3

_  Ax?P-2x-3-x+1
fim £(x)=lim XX XS X
x—3" x—3" JXx2-2x-3

& Sidesume, allora, che i punti B(-1;-3) e C(3; 1) sono a tangente verticale.

€ STUDIO DEL SEGNO DELLA DERIVATA SECONDA

x—1 Jx?_ox_3- X1 [ /2 or 3 (x_
f"(x):( ,7)(2_2)(_3—1} x2-2x T—ZX—S[ x?-2x-3—(x 1)]

x?-2x-3 -

x—1- x2—2x—3—(x—1)+&
_ Vx®-2x-3 _

x*-2x-3 B

_ XP42x+3+x2-2x+1 4
- (x2—2x—3)-\/x2—2x—3 (x2—2x—3)-x/x2—2x—3
conx<-1ex>3.

$ Efacile riconoscere, allora, che la derivata seconda & strettamente positiva perx <—1 e x> 3,
e che, quindi la curva rivolge sempre la concavita verso l'alto.

Hy
x=-1 y=2x-3
c y=x-2x*-2x-3
0 NA X
3
-1
y=-1
B
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v Si poteva osservare, fin dall’inizio, che la funzione rappresenta un ramo di conica; invero,
dallequazione y=x-2-vx*-2x-3, siricava Vx*-2x-3=x-2-y;da cui, quadrando:
x2—-2x-3=x2+4+ y2—4x-2xy +4y, e, raccogliendo:
y2-2xy—-2x+4y+7=0 (1)

la quale & 'equazione di un’iperbole, di cui, la nostra funzione rappresenta il ramo posto al di
sotto dell’asse di simmetria y= x— 2.

Se si esplicita la variabile x, si ottiene:

yi+ay+7
X="—"_—
2(y+1)

Allora, il diagramma della funzione:

i X*+4x+7
P 0="50) (3)
inversa locale della fin ]—- o, —1] e in [3, +c[, ribaltato rispetto alla bisettrice del primo e terzo
quadrante coincide con quello dell’iperbole rappresentata dalla (1); in particolare, la restrizione
di tale diagramma al solo ramo posto al di sotto dell’asse di simmetria della conica, di equazio-
ne y = x— 2, coincide con la curva rappresentata dalla funzione f.
Si delinea, in tal modo, una via alternativa allo studio della funzione f, realizzabile attraverso lo
studio della funzione razionale (2) ed il ribaltamento della curva ottenuta rispetto alla bisettrice y = x.
Nel grafico che segue, si riportano il diagramma della (3), quello simmetrico rispetto alla biset-
trice y = x, che rappresenta l'iperbole (1), e laretta y = x— 2.

_XP+4x+7
—2(x+1)

------------------------------- Y —2xy—2x+4y+7=0
(Iperbole)

y=x-2- ¢ -2x-3



