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Prefazione

La statistica induttiva & la branca della statistica volta a trarre inferenze da un insieme
di osservazioni campionarie riguardanti un insieme incognito di osservazioni sulla popo-
lazione.

| responsabili della produzione e della qualita, nel pervenire ad informazioni sulla
base di osservazioni empiriche di un processo produttivo, assumono la veste di statistici.

Il presente volume, dunque, & destinato agli studenti delle facolta di Ingegneria e
scientifiche, ma risultera particolarmente utile anche ai tecnici coinvolti nei processi
produttivi.

Dopo un capitolo introduttivo sugli elementi di calcolo delle probabilita, il volume si
articola in tre capitoli dedicati, rispettivamente, alla teoria delle variabili aleatorie, in
generale, e alle variabili aleatorie discrete e continue (utilizzate come modelli di processi
produttivi) in particolare. Segue un capitolo dedicato allo studio sperimentale delle va-
riabili aleatorie. Quindi, i tre successivi capitoli trattano i principali strumenti di statistica
induttiva: stima, test d’ipotesi parametrici € non parametrici. Lultimo capitolo & dedicato,
infine, alle tecniche statistiche utilizzate nel controllo di processo.

Ad integrazione dei capitoli sono stati riportati numerosi esempi su fogli di lavoro in
Excel.

Il testo, per il sapiente accostamento di esempi applicativi agli argomenti della teoria
e per la chiarezza con cui sono esposti i concetti fondamentali, costituisce un’ottima
introduzione alla Probabilita e Statistica per le scienze e l'ingegneria.
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B 1 Elementi di calcolo delle probabilita

1. Introduzione

La statistica & una scienza, strumentale ad altre, concernente la determinazione dei metodi
scientifici da seguire per raccogliere, elaborare e valutare i dati riguardanti 'essenza di particolari
fenomeni di massa.

Nellambito della metodologia statistica si distinguono, a fini puramente didattici, due filoni
fondamentali: la statistica descrittiva e la statistica inferenziale.

La statistica descrittiva & volta alla rappresentazione, attraverso mezzi matematici, di uno o
piu fenomeni reali conducendo lo studio sullintera popolazione in cui si palesa il fenomeno o i
fenomeni oggetto di studio.

La statistica inferenziale & volta all'induzione probabilistica circa la struttura incognita di una
popolazione. Questo filone della statistica si occupa di risolvere il cosiddetto problema inverso,
ossia, sulla base di osservazioni su un campione di unita selezionate con date procedure dalla
popolazione, perviene a soluzioni valide, entro dati livelli di probabilita, anche per la popolazione
stessa.

Un numero incalcolabile di fenomeni e processi sono svelati alla mente umana solo compren-
dendo i principi fondamentali della probabilita.

La probabilita € quella parte della matematica che da un preciso significato al concetto di
incertezza. Incerto ¢ il risultato di una partita di calcio, cosi come incerta € la temperatura del
giorno seguente. La gente scommette con differenti pronostici sul risultato della partita di calcio,
pud presumere una temperatura sulla base di quella dei giorni precedenti. In ogni caso, fa delle
supposizioni su quello che sara il risultato di qualche evento.

La teoria della probabilita € la scienza che quantifica l'ignoranza umana relativamente ai
risultati di eventi. Essa nasce qualche secolo fa ed & fatta risalire al gioco d’azzardo anche se,
allo stato attuale, & un fondamentale strumento per una miriade di fenomeni.

Si considerino le scienze attuariali relativamente alla sopravvivenza o mortalita di individui, la
meteorologia relativamente alle temperature di un’area geografica, le estrazioni del lotto in rela-
zione all’uscita su una data ruota di uno o piu numeri, la politica relativamente alle preferenze
esprimibili da un dato gruppo di elettori.

Questi ed altri fenomeni, per interessare la teoria della probabilita, devono essere incerti nei
risultati ed essere ripetibili.

2. Evoluzione storica della statistica

Nell’'evoluzione storica della statistica si & soliti individuare quattro fasi distinte.

Nella prima fase, il cui inizio si pud far coincidere con le [ToAttelon di Aristotele, l'interesse
della statistica venne rivolto essenzialmente agli aspetti notevoli degli Stati grazie agli sforzi iniziali
(XV e XVI secolo) di studiosi italiani, tra cui vanno ricordati F. Sansovino (Del governo e ammi-
nistrazione di diversi regni e repubbliche, Venezia 1567) e G. Botero (Le relazioni universali, 1593).
Tali studi iniziali vennero approfonditi in Germania ed Olanda, raggiungendo il massimo sviluppo
nel XVII e XVIII secolo nelle universita tedesche.

La seconda fase inizid nel XVII secolo in Inghilterra, e fu detta degli aritmetici politici, poiché
linteresse degli studiosi era concentrato sullosservazione numerica di nascite, morti ed altri
fenomeni che oggi sono detti demografici. Tra i massimi esponenti di questa scuola vanno ricordati
J.B.J. Fourier e T.R. Malthus, che riapplicarono all’aritmetica politica il termine statistica, usato in
precedenza per l'analisi delle organizzazioni sociali.
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La fase successiva ¢ caratterizzata dall’applicazione sistematica del calcolo della probabilita
agli studi statistici. Nel 1812 infatti appare la Théorie analytique des probabilités di P.S. Laplace,
in cui il calcolo delle probabilita ricevette la prima sistemazione teorica. In tale lavoro Laplace si
occupd di due importanti problemi teorici, ossia lo scostamento, in un numero limitato di prove,
della frequenza empirica di un fenomeno dalla probabilita teorica e I'approssimazione con cui una
frequenza empirica calcolata su un adeguato numero di prove si avvicina alla corrispondente
probabilita teorica, esistente ma sconosciuta. Tali risultati, di natura eminentemente teorica, ven-
nero impiegati da Laplace per risolvere problemi di natura pratica, quali, ad esempio, la determi-
nazione della popolazione di un paese a partire dai tassi di natalita rilevati in alcune sue zone o
regioni. Altri importanti esponenti di questa fase furono F. Galton e K. Pearson, padri dello studio
dei legami esistenti tra fenomeni aleatori (o casuali) e J. Quetelet, iniziatore dell’antropometria.

Lultima fase € quella che vede la netta separazione della statistica metodologica e matema-
tica da una parte e della statistica applicata dallaltra.

3. Eventi ed algebra di Boole

In stretto parallelismo con l'algebra di Boole, l'algebra degli eventi studia, tramite I'utilizzo di
simboli e di operazioni, le relazioni tra gli eventi e le loro proprieta.

Prima di spiegare il concetto di evento esplicitiamo il concetto di prova.

Per prova si intende un esperimento soggetto ad incertezza. Affinché I'esperimento interessi
il calcolo delle probabilita deve soddisfare le seguenti condizioni:

— tutti i possibili risultati devono essere noti a priori;
— il risultato di una particolare prova deve essere incognito;
— l'esperimento pu0 essere reiterato sotto date condizioni.

Esempi classici di prove sono forniti dal lancio di una moneta, dall’estrazione di una pallina
da un’urna, etc. Lesperimento pud suddividersi in sottoprove, ad esempio I'estrazione di due
palline da un’urna & una prova consistente in due sottoprove che sono, rispettivamente, I'estra-
zione della prima e della seconda pallina.

Siccome € praticamente impossibile circoscrivere a date categorie tutte le prove possibili, si
ricorre ad una schematizzazione che riesce a comprendere gran parte degli esperimenti. In
generale, I'estrazione consiste nella individuazione di un insieme di unita statistiche da una
popolazione tramite un procedimento casuale. Lo schema cui si fa riferimento € quello della
estrazione di una o piu palline da un’urna. Si consideri un’urna contenente palline uguali ma
che differiscono per qualche particolare come il colore. Le modalita secondo cui sono estratte le
palline successive alla prima si distinguono in due tipologie:

— estrazione con ripetizione (o bernoulliana) se, una volta estratta, la pallina & rimessa
nellurna e quindi pud essere riestratta non alterandosi ogni volta la composizione dell'urna;

— estrazione senza ripetizione (o in blocco) se, una volta estratta, la pallina non & rimessa
nellurna, per cui ciascuna pallina puo essere estratta una sola volta.

Per evento si intende uno dei possibili risultati di una prova. Nella prova «lancio di un dado
non truccato», un evento & dato dal numero rappresentato sulla faccia in alto del dado dopo |l
lancio. Uno dei possibili risultati € 'evento «faccia con 1 punto», gli altri sono gli eventi «faccia con
2 punti», ..., «faccia con 6 punti».

Linsieme di tutti i possibili risultati di una prova € denominato spazio campione (indicato con
Q) mentre i suoi elementi sono denominati punti campione.

Si consideri un esperimento consistente nel lancio di un dado non truccato. Siano E ] evento
«faccia con 1 punto», E2 levento «faccia con 2 punti», ..., E6 levento «faccia con 6 punti», lo
spazio campione & dato dallinsieme Q = {E,, E,, ..., E}, i punti campione sono gli elementi E,,

E, .. E,.



Uno spazio campione si dice:

— discreto se & costituito da un numero finito o da una infinita numerabile di punti campione,
un esempio di spazio discreto € fornito dal duplice lancio di un dado non truccato, in cui i punti
campione sono (E,, E)), (E,, E), (E,, E)), ..., (E, E), (E, E);

— continuo se & costituito da un’infinita non numerabile di punti campione, un esempio di spazio
continuo ¢ fornito dalle diverse misurazioni dell’altezza di un individuo, o della temperatura di
un ambiente.

Le definizioni che seguono sono mutuate dall’algebra degli insiemi, detta anche algebra di
Boole.

Se per 'evento A vale la relazione di uguaglianza A = Q, allora gli eventi di A necessariamente
si verificano. Linsieme vuoto & 'insieme senza alcun elemento ed € denotato con il simbolo &,
per cui, se vale la relazione A = &, allora gli eventi in A non si verificano, ed A & l'evento
impossibile nel senso che non pud mai essere il risultato di una prova.

Le operazioni tra insiemi sono illustrate dai diagrammi di Venn, in cui ogni insieme & delimi-
tato da una porzione di piano racchiusa da una figura. Per analogia, tale rappresentazione &
utilmente adoperata per illustrare relazioni ed operazioni dell'algebra degli eventi. Nei diagrammi
di Venn lo spazio campione & rappresentato generalmente da un rettangolo, all'interno del quale
si rappresentano altre figure rappresentanti i diversi eventi.

Le operazioni tra eventi, mutuate dalla teoria degli insiemi, sono le seguenti: unione, negazio-
ne, intersezione.

3.1 Unione (somma logica)
Siano A e B due eventi, si dice unione di A e B, e si denota con il simbolo:

AuB

(dove U & il simbolo di unione), 'evento C che si verifica quando si verifica almeno uno dei
due eventi A e B, in altre parole se si verifica A, B o se si verificano A e B contemporaneamente.

La figura seguente rappresenta, nell’area ombreggiata, tre possibili situazioni di unione di A
e B:

Q Q

AuB AuUB

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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AU B=Bquando Ac B

Loperazione di unione di eventi si pud estendere anche ad un numero finito o numerabile di
eventi. Pertanto, siano E1, E2, En, una raccolta di eventi, si ha che:

n
E,VE,u..UE, =[\J1E,»
iz

e l'evento unione degli eventi E,, E,, ..., E_ e si verifica se si verifica almeno uno degli eventi
E,, i=1,2, ..., n

Dall'operazione di unione di due o piu eventi & possibile trarre, in prima approssimazione,
le due definizioni seguenti:
— evento elementare € quello che non puo essere costituito dall’'unione di altri eventi elemen-

tari;
— evento composto ¢ quello che & costituito dall'unione di piu eventi elementari.

Lo spazio campione & 'evento certo; un evento che nello spazio campione & costituito da un
solo punto campione € un evento elementare.

3.2 Negazione

Linsieme degli elementi non inclusi in A & denominato complemento o negazione di A e si
indica con il simbolo A, oppure con Q — A. La negazione dell’'evento A riguarda tutti gli eventi di
una prova escluso I'evento A.

Q Q

|
>
C
>
I
o)



3.3 Intersezione (prodotto logico)

Siano dati due eventi A e B, si dice intersezione di A e B e si denota con il simbolo:

AN B

(dove N ¢ il simbolo di intersezione) quell’evento C che si verifica se e solo se si verificano
contemporaneamente sia A sia B.
Grazie alloperazione di intersezione & possibile dare un’ulteriore e piu precisa definizione di
evento elementare; ¢ tale 'evento E che, per ogni evento A, puo solo verificarsi che E € incluso
in A oppure che E & incompatibile con A. Formalmente:

AN E=Eoppure An E =

%)

La figura seguente rappresenta, nellarea ombreggiata, tre possibili situazioni di intersezione:

Q

Q

(

AN B

AN B

AN B=Aquando Ac B

La tabella seguente riporta alcune notevoli proprieta dell’'unione e dell'intersezione di due eventi:

Associativa
Distributiva

Proprieta Unione Intersezione
Idempotenza AUA=A ANnA=A
Elemento neutro Avd=A AnQ=A
Commutativa AuB=BUA AnB=BnA

(AuBuC=Au(Bu O
An(BulC=(AnB U(An O

AnNnBNnC=An(BnN O
AuBnNnC=(AuB n(AuC

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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Le proprieta esposte possono essere verificate facilmente ricorrendo ai diagrammi di Venn. La
figura seguente, ad esempio, illustra la proprieta distributiva dell’intersezione rispetto all’unione:

N

Q

AuBnNnC=AuB n(Au 0

¢ Esempio
Una moneta e lanciata due volte, determinare i seguenti eventi:
a) A = {esce esattamente una volta testa};
b) B = {esce almeno una volta testa};
c) Au B;
d An B
Sia T il risultato testa e C il risultato croce, sulla base di queste notazioni gli eventi sono i
seguenti:
a) A={T0), (CN}
b) B={(TT), (T.0), (CT}
c) levento unione di A e B si verifica quando si verifica almeno uno dei due eventi A e B, per
cui e:
Av B={(TT7), (TC), (CT} =8B
in questo caso € A c B;

d) levento intersezione di A e B si verifica quando si verificano contemporaneamente sia A
sia B, per cui €:
An B={T0), (CN}=A

Il legame esistente tra le operazioni espresse e fornito dalle leggi di De Morgan, per le quali:

— la negazione dell’'unione tra due eventi & uguale all'intersezione delle negazioni degli eventi
stessi; in simboli:

AUB=ANB
— la negazione dell’intersezione tra due eventi & uguale all'unione delle negazioni degli eventi

stessi; in simboli:

AnB=AUB

3.4 Partizione di Q

— Se An B = (, allora si dice che A e B sono incompatibili o mutuamente esclusivi.



. . . . . L L (1
— Due eventi A e B si dicono, invece, necessari se la loro unione & 'evento certo; in simboli: O

AuB=Q

La rappresentazione grafica dei due eventi & la seguente:

Una raccolta di eventi necessari e incompatibili E, si dice una partizione di Q, che ¢ tale se
e solo se:

— la loro unione & l'evento certo, ossia ,U15,v =Q;
=

— sono incompatibili a due a due, ossia E,. N E/ =, V,. # J.

4. Definizioni alternative della probabilita

Nonostante sia un concetto primitivo, la probabilita ha ricevuto nel tempo definizioni diverse,
le quali, a dispetto del forte contenuto intuitivo, e quindi della loro plausibilita, presentano rilevanti
inadeguatezze, almeno dal punto di vista del rigore scientifico.

Di seguito diamo tre definizioni di probabilita: classica, frequentista, soggettivista.

4.1 Definizione classica

La definizione classica della probabilita, utilizzata gia da Galileo, Fermat e formalizzata da
Laplace, € la seguente:

Sia dato un esperimento ed un evento E tra i possibili eventi risultanti dal’esperimento, sia m
il numero dei possibili risultati che danno luogo all’evento E, e n il numero di tutti i possibili risultati
dell’esperimento allora, la probabilita del’evento E & il rapporto m/n, purché gli n risultati possibili
siano tutti ugualmente possibili; in simboli:

La probabilita di un qualsiasi evento E & sempre un numero tale che:
0<PE)<1

Assume valore estremo 0 quando il numero dei casi favorevoli all’evento & pari a 0, in tal caso
levento & impossibile, mentre assume valore estremo 1 quando il numero dei casi favorevoli
coincide con il numero dei casi possibili, in tal caso I'evento & certo.

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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Da un mazzo di 52 carte ne viene estratta 1.
Determinare la probabilita che si estragga una carta di cuori.

Il numero dei casi favorevoli & 13, infatti 13 sono le carte di cuori, mentre il numero dei casi
possibili € 52. Pertanto, la probabilita richiesta é:

P(una carta di cuori) = g =0,25

La definizione ha I'ambizione di cogliere la vera essenza del concetto di misura di una
probabilita, indipendentemente dal particolare esperimento in esame. Tuttavia, fa riferimento ad un
rapporto tra casi favorevoli e casi possibili, supposti ugualmente possibili, ma per sapere se un
caso & possibile, e se piu casi sono ugualmente possibili o, il che & lo stesso ugualmente
probabili, bisognerebbe dapprima definire cosa si intende per probabilita, cadendo in un circolo
vizioso.

4.2 Definizione frequentista

La definizione frequentista di probabilita di un evento, opera di R. von Mises, stabilisce una
relazione tra il concetto di frequenza e quello di probabilita, la prima calcolata dopo avere effet-
tuato I'esperimento (a posteriori), la seconda definita prima dell’esperimento (a priori). Essa puo
essere espressa nella forma seguente:

Sia dato un esperimento perfettamente ripetibile ed un evento E tra i possibili eventi risultanti
dallesperimento, sia fr (E), la frequenza assoluta di E, ossia il numero di volte in cui si & verificato
E in una serie di n esperimenti ripetuti nelle medesime condizioni, allora la probabilita dell’evento
E ¢ il limite cui tende la frequenza relativa dellevento E quando il numero delle prove n tende
allinfinito; in simboli:

P(E) = tim T2(E)
noe N

La probabilita di un evento si definisce ricorrendo alla legge empirica del caso per la quale,
effettuando un gran numero di prove nelle medesime condizioni, la frequenza dei successi si
approssima alla probabilita, e 'approssimazione migliora al crescere del numero delle prove.

La definizione trova applicazione nel campo delle assicurazioni in relazione agli eventi attinenti
la vita umana studiati nei confronti di una collettivita, in cui particolare importanza hanno le
frequenze calcolate per la sopravvivenza e la mortalita di individui per diverse fasce di eta. In base
alla definizione frequentista della probabilita e alla legge empirica del caso, le frequenze suddette
sono assimilate alla probabilita di sopravvivenza e di mortalita.

La definizione esposta sebbene sia di tipo piu concreto della precedente, necessita di un
numero infinito di prove per essere effettivamente una definizione. Ora, poiché, in ambiti normali
non & dato ad uno sperimentatore umano di ripetere infinite volte una prova, anche la seconda
definizione non & adeguata.

Inoltre, la definizione necessita che le successive prove si svolgano nelle medesime condizio-
ni. E questa la condizione di ripetibilita del’esperimento in pratica quasi mai attuabile.

4.3 Definizione soggettivista

La definizione soggettivista della probabilitd, opera di De Finetti, trae le sue origini nel
gioco d’azzardo, ed esprime il grado di fiducia che un individuo coerente, sulla base delle



informazioni di cui dispone, attribuisce al verificarsi di un evento. Essa & espressa nella forma Q

seguente:

Sia dato un esperimento e sia E un evento tra i possibili eventi risultanti dal’esperimento,
allora la probabilita dell’evento E € la somma che un individuo coerente & disposto a scommettere
in un gioco equo in cui, se si verifica E, egli riceve un importo unitario.

In altri termini, la probabilita di E rappresenta la disponibilita di un individuo a pagare, in
quanto equa, la quota di una scommessa, per riscuotere, se si verifica E, un importo unitario e
se non si verifica E un importo nullo.

¢ Esempio

Uno scommettitore deve puntare su un dato cavallo. Se per lo scommettitore la probabilita di
vittoria del cavallo € 0,2, vuol dire che egli é disposto a pagare 20€ per riceverne 100 nel caso
di vittoria del cavallo.

Il limite fondamentale della definizione & che la stessa non € basata su concetti rigorosi
esprimibili in termini formali, ma su congetture personali.

5. Assiomatizzazione del calcolo delle probabilita

Le considerazioni sullinadeguatezza delle definizioni precedenti, pur pienamente accettate dal
senso comune, portarono i matematici ad un notevole sforzo di ricerca e di fondazione teorica. Per
fare in modo che la teoria della probabilita assumesse la veste di scienza matematica a tutti gli effetti,
al pari della Geometria e dell’Algebra, Kolmogorov nel 1933, ha affrontato le problematiche connesse
alla probabilita secondo il metodo tipico delle scienze deduttive, che si basa sullo schema seguente:
— si introducono i concetti primitivi, cioé delle nozioni originarie non definibili;

— si formalizzano tali concetti;

— mediante tali concetti si enunciano assiomi o postulati, che non sono dimostrabili ma che
si ritengono utili, necessari e coerenti;

— da questi ultimi si deducono tutte le conseguenze, logiche e matematiche, pervenendo alla
dimostrazione di teoremi.

| concetti primitivi su cui poggia 'assiomatizzazione del calcolo delle probabilita sono quelli
di prova, evento e probabilita. Per probabilita si intende, comunque, un numero associato al
verificarsi di un evento.

Per esprimere i postulati del calcolo delle probabilita si deve introdurre, d’'ora in poi, la
seguente simbologia concernente gli eventi:

— siano El_, i=1,2, ..., n neventi dello spazio campione Q;
— la probabilita dellevento 7 - esimo sia P(E).

Ad ogni evento E. dello spazio campione & associato un numero reale P(E) che soddisfa i
seguenti postulati:

PostuLato 1. La probabilita di un evento € una funzione che assegna ad ogni evento un
numero reale non negativo:

PE) 20, V E cQ
PostuLato 2. Levento certo Q ha probabilita 1:
P(Q) =1

PostuLato 3. La probabilita dell’unione di una infinita numerabile di eventi incompatibili &
uguale alla somma delle singole probabilita:

E,mE,z@,ViijﬁP(QE,-)
=

Y PE)

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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O Sulla base dei postulati esposti si possono dimostrare i seguenti teoremi:
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TeoREMA 1
PB N A) = PB) - P(An B)
TEOREMA 2
P(A) = 1 - P(A)
TEOREMA 3
AD) =0
TEOREMA 4
Ac B= P(A) < AB)
TEOREMA 5

0< PA) <A
TEOREMA 6 (probabilita dell’'unione di eventi non incompatibili)
PAu B) = AA) + PB) - P(An B)
TEOREMA 7

PAUBUCQC=PA +PB) + PC)-PANB —-PANC)—PBNC)+ PAn Bn C)

TEOREMA 8 (noto anche come principio di inclusione-esclusione)

P(E,UE, u...uEn):iP(E,)— iP(E, NE;)+ iP(E,- NE; NE,)—..+
i=1

i#j=1 i#j#h=1

+=)""P(E;nE, n...NE,)

Valgono, inoltre, le seguenti relazioni fondamentali:

— disuguaglianza di Boole

P(E,UE,u...UE,)< ) P(E))
i=1

— disuguaglianza di Bonferroni

n n

P(E,NE;n..0E,)21- Y P(Ei)= Y P(E;)-(n-1)

i=1 i=1

6. Probabilita condizionata

Siano dati due eventi A e B, talvolta € interessante sapere se il verificarsi del primo pud in
qualche modo condizionare la probabilita del verificarsi del secondo. A questo punto una volta
verificatosi, 'evento A € un evento certo, assumendo, quindi, la configurazione dello spazio
campione. Pertanto, quale che sia la definizione della probabilita, si definisce la probabilita del-
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levento B dato che si & verificato 'evento A, rapportando la probabilita dellevento intersezione Q

A N B (che rappresenta gli eventi elementari comuni ad A e a B) alla probabilita del’'evento A;
in simboli la probabilita condizionata o subordinata di B dato che si € verificato A é:

P(ANB)

PA) (6.1)

P(BJA) =

supposto P(A) > 0.
Dalla (6.1) si deduce che, dati due eventi A e B, la probabilita del contemporaneo verificarsi
di A e di B, in altri termini, la probabilita dell’evento intersezione A N B & pari a:

P(AnB)=P(A)P(BA) (6.2)

supposto P(A) > 0.
Se, invece, dati i due eventi A e B, il verificarsi di A non altera la probabilita del verificarsi di
B, allora si dice che i due eventi sono indipendenti, per cui:

P(B|A) = P(B) (6.3)

Pertanto, la (6.2), che esprime la probabilita del contemporaneo verificarsi dei due eventi,
diviene:

P(AnB) = P(A)P(B) (6.4)

La formula data puo essere estesa a qualsivoglia numero di eventi. Per cui, dati gli eventi E,

E, ... c Q, sidice che essi sono mutuamente indipendenti se, per ogni gruppo di m > 1 eventi,

vale la seguente relazione:

P(E,NE,N...nE,) = P(E))P(E,)...P(Ep) = ﬁP(E,)

i=1

¢ Esempio
Un giocattolo é oftenuto assemblando tre parti differenti: A, B e C. Le probabilita che tali parti
siano difettose sono, rispettivamente:

P(A)=0,20 P(B)=0,08 P(C)=0,25
Determinare la probabilita che il giocattolo non presenti parti difettose.

La probabilita richiesta si ottiene calcolando, innanzi tutto, le probabilita degli eventi comple-
mentari degli eventi dati, ossia che le parti non siano difettose:

P(Z)=1-o,2o=o,80

P(§)=1—o,08=o,92

P(5)=1—o,25=0,75
da cui si ha:

P ( il giocattolo non presenta parti difettose) = P(Z)P(E)P@ ) =0,80-0,92-0,75 = 0,552

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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Linsieme dei possibili risultati di una prova pud essere rappresentato da un albero degli
eventi che consiste in un diagramma logico-induttivo usato per analizzare la sequenza di conse-
guenze che possono insorgere dal verificarsi di un dato evento iniziale.

¢ Esempio

Un’urna contiene 12 palline di cui 4 bianche e 8 nere, si supponga di estrarre a caso 3 palline
dallurna e di rimettere ogni volta la pallina estratta nelluma. Rappresentare l'insieme delle
situazioni possibili con un albero degli eventi e calcolarne le probabilita.

Le probabilita di estrarre dall’urna una pallina bianca e una pallina nera sono pari, rispettiva-
mente, a:

4 1

( )=E=§e 2

2
P(R)=—==
12 3
Siccome, ad ogni estrazione, la pallina estratta viene rimessa nell’urna, il che non ne altera la
composizione, le successive probabilita di estrazione non cambiano.
Lalbero degli eventi, alle 3 estrazioni, & riportato di seguito:

1/3 2/3
Prima estrazione /\

B N
1/3 2/3 1/3 2/3
Seconda estrazione
B N B N
A AT A A
Terza estrazione
B N B N B N B N
(B,B,B) (B,B,N) (B,N,B) (B,N,N) (N,B,B) (N,B,N) (N,N,B) (N,N,N)

Dall’albero si evince, ad esempio, che la probabilita che, alle 3 estrazioni, le palline si presen-
tino nellordine B, N, N, & pari a:

P(B,N,N) = P(B},N,,Ns) = P(B,)P(No)P(N3) = - = - = -

6.2 Affidabilita

Sia dato un sistema formato da ncomponenti, A, A,, ..., A, ognuno, indipendentemente dagli
altri, puo essere funzionante o guasto. Il sistema nel suo complesso funziona o & guasto
secondo gli stati delle componenti. La probabilita che il sistema funzioni & detta affidabilita del
sistema.

Sia p, la probabilita che il componente 7 - esimo funzioni.

Se il sistema € in serie funziona se e solo se ciascun componente funziona. Laffidabilita del
sistema é&:

P (il sistema funziona) = Hp,» (6.5)

i=1
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Se il sistema ¢ in parallelo funziona se e solo se almeno un componente funziona. Laffida- Q

bilita del sistema é:
P (il sistema funziona) = 1 — P (il sistema non funziona) =
=1—P(Z1 N A, m...mz,,)z
n
= (1-p:)
i=1
¢ Esempio
Un sistema & formato da due componenti A e B collegati in parallelo:

A—>— —>—B

J

Determinare la probabilita di una connessione tra X e Y, date le probabilita:

AA) = 0,7 e P(B) = 0,55
La probabilita richiesta, applicando la (6.6) é:

P (il sistema funziona) = 1 — (1 — 0,7)(1 — 0,55) = 0,865

7. Partizione di eventi e regola di Bayes

Si supponga che lo spazio campione Q possa essere partizionato in due parti disgiunte A e

A. Sia E un evento tale che:

E=(EnA)U(ENA)

b

(6.6)

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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La probabilita P(E) del verificarsi del’evento E pu0 essere ottenuta applicando la seguente
regola:

REGOLA DI BAYES O REGOLA DELLA FATTORIZZAZIONE
P(E)=P(E N A) +P( NA)=
Tale regola & applicabile allorché P(E) sia difficile da calcolare ma siano note P(A) e P(Z)e

siano facilmente calcolabili le probabilita condizionate P(E|A)e P(E I Z).
Nulla impedisce di estenderla a piu eventi.

= P(EIA)P(4) + P(E|A)P(4) (7.1)

|
P(EIA)P(A) + P(E[A )[1 P(A

¢ Esempio

Il 25% degli iscritti ad un’associazione culturale é costituito da maschi; il 30 % di questi sono
fumatori, mentre tra le femmine il 40% sono fumatrici.

Determinare la probabilita che, scegliendo a caso un iscritto, questi sia un fumatore.

Siano M e F, rispettivamente, gli eventi maschio e femmina. La probabilita P(E) dell’evento
fumatore si ottiene considerando che:

P(M) = 0,25
P(F)=1-P (M) =1-025=075

P(E[M) = 0,30

P(E|F) = 0,40

La probabilita dell’evento E, applicando la (7.1), &:
P(E) = P(E|M)P(M)+ P(E|F)P (F) =
=0,30-0,25+0,40-0,75 = 0,375

TEOREMA DELLE PROBABILITA TOTALI

Siano E1, E2, ...Em, eventi mutuamente incompatibili che costituiscono una partizione di €2, per
ogni evento A c (2, si ha:

m

A=Y P(E;)P(AE;)

i=1

La dimostrazione del teorema & semplice.
Essendo E,, E,, ... una partizione di Q, allora 'evento A si scrive nel modo seguente:
A=AnQ=(E,UE,U..E,)nA=(E;nA)U(E; nA)U... U(E, N A)
Dal postulato 3 si ha:
m

P(A)=P|(E;n A)U(E; 0 A)L...U(E, N A)|= D P(E, N A)

i=1



in cui, dalla relazione (6.2), si ha:

m m
=Y P(E;nA)= P(E,)P(AE;) cv.d.
i=1 i=1
8. Teorema di Bayes

Applicando la (6.1) e la (7.1) si ottiene il teorema di Bayes che consente di calcolare la
probabilita che, essendosi verificato un evento, abbia agito una data causa in un gruppo di cause
incompatibili ed esaustive.

TEOREMA
Se H,, H,, ..., H_ sono eventi che costituiscono una partizione di €, allora, per qualunque,
evento E c Q, la probabilita di H,. dato E é:
P(H,)P(EH,)

Y. Pl )P(EH)

j=1

P(H,|E) = Vi=1,2, .., m (8.1)

-

Nella formula del teorema di Bayes intervengono:

— le probabilita a posteriori AH, | E) dellipotesi H. dato reffetto E

— le probabilita a priori P( H) che hanno le snngole ipotesi di verificarsi;

— le verosimiglianze o probabilita probative A(E |H che leffetto sia stato causato da una
data ipotesi.

Infatti, per la formula (6.1), si ha:

Pt ) - s

m
Poiché E = Z(EmHj)allora, per il teorema delle probabilita totali:
j=1

ip JP(E[H;) (8.2)

j=1
Inoltre, dalla formula (6.1) si ha:
P(E H,) = P(E)P(H,E) = P(H,)P(EIH,)
da cui:

P(H,)P(EIH;)

P(H,|E)= PE)

in cui, andando a sostituire I'espressione di P(E) che si ottiene dalla (8.2) si ottiene la formula
del teorema di Bayes fornita dalla (8.1).

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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O ¢ Esempio
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Un’impresa utilizza tre impianti (A, B e C) caratterizzati da tecnologie produttive distinte per
produrre un unico bene. Si supponga che il 40% della produzione provenga dallimpianto A,
il 50% dallimpianto B e il restante 10% dall'impianto C. Della produzione proveniente dall’im-
pianto A il 10% e difettosa, di quella proveniente dall'impianto B il 5% é difettosa, infine, di
quella proveniente dallimpianto C il 2% e difettosa.

Se si sceglie un prodotto a caso e si trova che esso é difettoso, determinare la probabilita che
provenga dall'impianto:

a) A;

b) B;

c) C

Per rispondere alle tre domande si deve applicare il teorema di Bayes, in base al quale e
possibile calcolare le probabilita delle cause dato che un evento effetto si e verificato. Piu
precisamente:

P(H,)P(EIH))

> P(H, Pl

=1

P(H,|E) =

-

dove:

E = pezzo difettoso (evento effetto);

H, = provenienza dallimpianto A (evento causa);
H, = provenienza dallimpianto B (evento causa);
H, = provenienza dallimpianto C (evento causa).

P(E) = iP(EmH,) = iP(Hj) P(E|H,) = (0,40-0,10)+ (0,50-0,05)+(0,10-0,02) =
j=1 j=1
=0,04+0,025+0,002 = 0,067

Quindi, applicando la formula del teorema di Bayes:

P(H,)-P(EIH;) 0,40-0,10

a) P(H,|E) = PE - 0.067 =0,597
P(H,)- P(E|H :
b) P(H,|E) = (He)-P(E] 2)=°’50 0.05 _4 373
P(E) 0,067
P(H,)- P(E|H .
) P(HA[E) (Hs)-P(EIHs) _ 0,10 0.02 _ 10

P(E) 0,067

9. Richiami di calcolo combinatorio

Talvolta, nel calcolare la probabilita di un evento si rende necessario ricorrere ai concetti propri

dellanalisi combinatoria, la quale consente di elencare senza errori tutti gli eventi elementari
costituenti I'evento in questione.



| concetti che qui interessano sono i seguenti:

DisPOSIZIONI SENZA RIPETIZIONE

Le disposizioni senza ripetizione di N elementi a n a n (o di classe n), sono i gruppi di n
elementi che si possono formare con gli N di partenza, tali che due gruppi differiscono tra loro:
— per almeno un elemento;

— per l'ordine con cui sono disposti gli elementi.

Tale numero & uguale al prodotto degli n numeri interi consecutivi decrescenti partendo da N.

Formalmente:

D =N(N-=1)(N=2)...(N-n+1) =

N,n (N—n)' (91)

¢ Esempio 1
Determinare in quanti modi si possono disporre 3 scatole su uno scaffale di 2 posti.

Indicando con a,a, a, le tre scatole, i modi secondo cui esse si possono disporre sugli scaffali
sSono:

a,a, a, a, a, a,
a, a a, a, a, a,

Essi sono 6; tale numero, che si indica con D32 = 6, rappresenta le disposizioni semplici di 3
oggetti a 2 a 2 posti, si ottiene moltiplicando i 2 numeri interi consecutivi decrescenti a partire
da 3, ossia 3 - 2 = 6.

DISPOSIZIONI CON RIPETIZIONE

Le disposizioni con ripetizione di N elementi a n a n sono i gruppi che si possono formare
con gli N elementi di partenza e che si ottengono associando ciascun elemento con tutti gli altri
e anche con se stesso, sono tali che due gruppi differiscono tra loro:

— per almeno un elemento;
— per lordine;
— per la ripetizione.
Tale numero & uguale ad una potenza avente base N e esponente n. Formalmente:
rDN,n =N 9.2)
& Esempio 2
Con 3 libri identici e 3 quaderni identici, determinare il numero di disposizioni con ripetizione,
a due a due diverse tra loro, dei 6 oggetti considerati su 3 posti.

Il numero di disposizioni con ripetizione di 6 oggetti, a due a due, su tre posti € dato da:
— 03 _
rDz,s =2"=8

Indicando con /, ciascuno dei libri, peraltro identici, e con q ciascuno dei quaderni, anch’essi
identici, le disposizioni in esame sono qui sotto rappresentate:

q

—_ - - —
Q T a9 —
-9 —

q 4q
qg I /
q q |
qa I q

@

1. Elementi di calcolo delle probabilita
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PERMUTAZIONI

Le permutazioni di n elementi sono le disposizioni senza ripetizione di n elementi in n posti.
Il loro numero € uguale al prodotto degli n numeri interi decrescenti da n a 1. Formalmente:

Pn=n(n—1)(n—2)...3-2~1 (9.3)
Esso si indica con n! e si chiama fattoriale di n (0 n fattoriale).
¢ Esempio 3
Determinare in quanti modi si possono disporre, ad una parata militare 6 soldati in fila per 6.

Il numero dei posti &€ 6 come pure il numero degli oggetti, si & in presenza di permutazioni e
si ha:

P6=6!=6.5.4-3~2~1=720

COMBINAZIONI SENZA RIPETIZIONE

Le combinazioni senza ripetizione di N elementi a n a n sono i gruppi che si possono
formare con gli N elementi di partenza, tali che due gruppi differiscono tra loro per almeno un
elemento.

Tale numero si indica con ( e si chiama coefficiente binomiale, proprio perché figura
n

come coefficiente nello sviluppo della potenza di un binomio. Formalmente:

o (N)_Dun _NN-Y(N-2)..(N-n+1) _ NI
A VY T nl ~nl (N-n)

in cui D, sono le disposizioni senza ripetizione di N elementi di classe n e P sono le
permutazioni di n elementi.

¢ Esempio 4
Calcolare in quanti modi si possono disporre 6 alunni in un banco di 4 posti, eliminando le
disposizioni che differiscono solo per l'ordine con cui sono collocati gli alunni.

Il numero delle partizioni distinte di 6 alunni in un banco di 4 posti & uguale a:

_Dss 6:5:4.3

Coa=—A=""""""_15
47 P, 4.3.2.1

COMBINAZIONI CON RIPETIZIONE

Le combinazioni con ripetizione di N elementi a na n (o di classe n), sono i gruppi di n
elementi (uguali o diversi) che si possono formare, tali che due gruppi differiscono tra loro per:
— almeno un elemento;

— per la ripetizione.
Formalmente:

roNn T UN+n-1,n

c -c =(N+n—1]
n



¢ Esempio 5
Determinare il numero di casi diversi che si possono presentare sulla faccia superiore di due
dadl, disposti su un piano orizzontale.

Ognuna delle facce superiori di ciascun dado pud presentare 6 numeri: i naturali da 1 a 6.
Siccome si chiede di considerare come uguali le combinazioni di due numeri di diversa dispo-
sizione, il numero cercato € uguale al numero di combinazioni con ripetizione di classe 2 di
2 ¢ 6 elementi, a gruppi di 2 equivalenti tra loro, ed & dato da:

7-6

;Ceo=Crp =——=21
6,2 72 = 2.1
Le combinazioni sono qui sotto rappresentate:
1, 1; 1, 2; il 3; i 4; 1, 5; 1, 6;
2 2 2 3; 2 ax 2, 5; 2 6;
3, 3; 3, 45 3, 5; 3, 6;
4y ax Ay 5; Ak 6;
5, 5; 5, 6;
6 6

Consideriamo ora I'applicazione del calcolo combinatorio nella teoria della probabilita.

& Esempio 6

Un’urna contiene 5 palline bianche, 4 nere e 10 rosse.

Determinare la probabilita che, estraendo a caso 2 palline senza rimetterle nell'urna:
a) entrambe siano nere;

b) 1 sia nera e 1 sia rossa;

c) almeno 1 sia rossa.

Le probabilita sono calcolate ricorrendo all’analisi combinatoria.

a) Sia E, l'evento «entrambe le palline sono nere», la probabilita richiesta si ottiene rappor-
tando il numero di scelte di 2 palline da 4 nere, al numero di scelte di 2 palline da 19 (totale
delle palline nellurna):

el 0 o
T

P(E,) = % : % - 0,03509

Nco

Alternativamente:

b) Sia E, levento «1 pallina & nera e 1 pallina e rossa», la probabilita richiesta si ottiene
considerando che il numero dei casi favorevoli all’evento si ottiene moltiplicando il numero di
scelte di 1 pallina da 4 nere per il numero di scelte di 1 pallina da 10 rosse, pertanto si ha:

P(Ez):w_ 410 _ 23302

19 171
2

©

1. Elementi di calcolo delle probabilita




c) Sia E, l'evento «almeno 1 pallina & rossa», la probabilita richiesta si ottiene come comple-
mento a 1 della probabilita che nessuna pallina sia rossa, ossia:

2)
P(E;)=1-P(Es) _1-x2) 1—14% = 0,73684

2)
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